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｢分かる｣とはどういうことか-(6)帰納と演繹
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とし,さらに, 3角形SQP, TRQ, UPRの内部と周上の



























































































して, 3点(0,0), (-n,-1), (n+1,1)で表されます｡
以上1), 2)により,すべての最小3角形の面積は1/2
であることが示されました｡すなわち,
性質R　すべての最小3角形に対して法則(1)が成立
する｡
あらゆる多角形は最小3角形に分割できますから,悼
質Rと性質pにより,あらゆる多角形について法則(1)
の成立が確認されました｡　　　　(第2の証明終り)
面積Sの多角形は2S個の最小3角形に分割されます.
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3.4　証明を終わって
法則(1)に関して2通りの証明を得ました｡第2の証
明は, 3角形をさらに細かく分割し,最小3角形の形状
を具体的に決定していますが,法則の確認だけが目的な
らば簡潔な第1の証明で十分ですム
"困難の分割"の性質pがキーポイントです｡あらゆ
る多角形が,法則を保存する接続操作によって最も単純
な3角形から構成できることを示しました｡この論法と
数学的帰納法との類似に注目してください｡
今回はまず,いろいろな多角形をしらべてある法則を
発見しました(番組の中で)｡どんな多角形に対しても成
立すると思われますが,論理的にはこれは予想に過ぎま
せん｡予想を得るまでの思考過程は帰納(induction)と
呼ばれます｡
予想を定理にする次の段階が, ｢なぜならば｣で始まり
｢よって, ～である｣で終わる推論プロセス,すなわち証
明です｡前提から結論を導く思考過程は演揮(deduction)
と呼ばれます｡なお,数学的帰納法は,名前は帰納法で
すが演鐸法の一種です｡
帰納と演縛は哲学用語で,日常的には使われませんが,
英語の動詞形induce, deduceは専門用語以外でも普通
に使われます｡初めての人は,漢和辞典や英和辞典など
を訪ねてみるとよいでしょう｡
関心がなければ｢数学の証明｣は退屈の極みです｡け
れども,面白い法則に気づいたとき, ｢なぜだろう｡不思
議だ｡その理由は?｣と素朴に不思議がるのが…ホモ･サ
ピエンス"の本性です｡ ｢自分がとことん確信するにはど
うしたらよいか｣と静かに考えれば,証明の意義や価値
や面白さが理解できます｡
4　法則を拡張する
1.2節で"ひねくれた=例外の存在を紹介しました｡そ
れらを例外として排除するのではなく,逆に公式の方を
修正して拡張することを試みます｡
4.1　接点のある場合
多角形の周は交差することはありませんが,図のよう
に1点で接触することはあり得ます｡多角形の周が複数
回通る格子点を接点と呼ぶことにします｡
α-1,C-1　　α-2,C-1　　α-5,C-4
図21　接点のある多角形
接点の扱いは簡単です｡多角形の周に沿ってハサミを
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入れ,多角形をその台紙から切り離します｡そうすると,
接点は別々の頂点として通常通りに扱うことができます｡
周が3回以上同じ接点を通ることも考えられます｡周が
k回同じ接点を通るとき,その接点の重複度をk-1と
して,すべての接点の重複度の総和をαで表すことにし
ます｡
ハサミを入れたとき多角形がいくつかの連結成分に分
離されることもあるので,連結成分の個数をCとします｡
連結成分ごとに公式(1)が成り立ちますから,接点のあ
る多角形に対する公式は次の通りです｡
S-p+旦デーC･ (‖)
4.2　穴のある場合
多角形に穴が開いている場合,周は複数の閉じた折れ
線になります｡ここで,穴とは接点を切り離しても残る
ものだけを指すことにして,穴の個数を9で表すことに
します.図21の多角形では9-0です｡
穴のある場合の公式を得るために,下図のように分離
している周と周とを連絡する補助線eを引き,補助線に
沿ってハサミを入れた図形を考えます｡
9-1 9-2
図22　接点のある多角形
穴が1個(9-1)の場合には補助線は1本で,補助嬢
上にある多角形内部の点の個数をiとすれば,ハサミを
入れた後の内部の点はp-i個,周上の点はq+2i+2
個になります｡この図形に通常の公式を適用すれば
S-(p-i)+
q+2i+2　.　　　q-1-p+i-1+1
2　　　　~　　r I 2
が得られます｡この結果は2,iに依りませんo
一般に,穴のある多角形に対する公式は次の通りです｡
S-p･i-1･9･　(12)
4.3　一般と特殊
公式(ll)と(12)を合わせ,接点と穴の両方がある場合
を考えることができます｡接点の重複度の総和｡(≧o),
連結成分の個数C(≧ 1),穴の個数9(≧0)である一般化
された多角形の面積Sに関する公式は次の通りです｡
S-p+誓空-C･9･　(13)
とくにa-0,C=1,9-0の場合には公式(1)と一致す
るので,公式(13)は公式(1)の一般化であり,逆に(1)
は(13)の特殊化になっています｡
格子点の空間を3次元に拡張する一般化も興味深いも
のです｡次の間題の解答が分かったら教えてください｡
問題B　4個の3次元格子点を頂点とする4面体の内
部に含まれる格子点の個数を求めよ｡
あとがき
本稿のもとになったテレビ番組について,後日インター
ネットで検索して以下のことが分かりました｡
この番組は,日本放送協会(NHK)の学校放送(TV)
の中で, ｢わかる算数6年生｣というプログラムで, 2005
年4月から2006年3月まで20回シリーズの1つでした｡
本稿で引用したものは第3回｢点と形のひみつ(面積)｣
で,筑波大学付属小学校の田中博史先生が担当されまし
た｡当分の間,下記のサイトで授業風景のビデオを見る
ことができます｡
http://www･nhk･or･jp/sansu6/sansu6/03/odai/08.html
教師用の｢指導のポイント｣を読んで,題材の法則が
ビックの定理と呼ばれていることを知りました｡インター
ネットで検索すると,かなり多数のサイトがあり, G.A.
Pickという人が1899年に発表したこと,定理の証明,応
用,初等教育への活用例などが掲載されています｡ただ
し,その数のおびただしさにはやや…興ざめ"の感があ
り, …情報過多日は想像力や好奇心をかえって鈍らせるか
も知れない,と思いました｡
散策中に浮かんだ連想を列挙して本稿を結びます(今
回のテーマとの関連性はよく吟味していません).
1)オイラーの多面体定理
オイラーが1752年に発見したトポロジーの基本定理｡
球面と同相な(9-0の) 2次元有限多面体の頂点,辺
(稜),面の個数をそれぞれα0, α1, α2とすれば,
α0-α1+α2-2.
例　4角錐
α0-4,α1-6,α2-4.
2)プラニメーター(Amslerの面積計)
線積分の原理を応用して,閉曲線をなぞるだけでそれが
囲む図形の面積を計算するアナログ計算機(筆者所有)0
3)へロンの公式
3辺の長さをa,b,Cとし, S-(a+b+C)/2とすると
3角形の面積Sは, S-　S(S-a)(S-b)(S-C)･
4)ベクトルの外積
a-(3:1,yl), b-(X2,y2)のベクトルaとbのなす
平行4辺形の面積(符号付)に等しい｡なす3角形の面
積Sは
S-封axbll-÷恒2-X2yl卜
これは本文の式(7), (9)で利用した｡
